Polya fait du coloriage

1 Introduction

But : Dénombrer le nombre de coloriage possibles d’un ensemble "mobile”.

Probléme 1 :
De combien de fagon peut-on colorier un cube fixe pour avoir deux faces rouges,
une jaune et trois bleues ?

Réponse : Facile, c’est C2 - C] = 60.
Mais si le cube peut bouger ?
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Exemple
Réponse : euh? ... 3

Probléme 2 :

On considere la molécule (fictive) suivante : un cycle composé de 19 atomes de
carbone auxquels se fixe soit un atome de chlore, soit de brome, soit d’iode. On
cherche le nombre d’isoméres d’une telle molécule si ’'on dispose de 3 atomes de
chlore, 5 de brome et 11 d’iode.

Formalisation du probléme :
On note :

e X P'ensemble fini & colorier.

e G un sous-groupe de Gy.

e R =[0,7] les couleurs.

e Un coloriage en (au plus) r couleurs est une application de X dans R.

® Un coloriage de type £ = (ny,...,n,) est un coloriage qui envoie n;
éléments sur la couleur i € R.

¥ la partition de R¥ via la relation d’équivalence :

R

X -
z = f(o(z))

VifeRY f~feidored, '=f-ocouf -o:



e R¢ 'ensemble des coloriages de type £ (ce sont les coloriages fixes).

e ¢ partition de R¢ par la relation précédente restreinte i B¢ (ce sont les
coloriages mobiles).
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2 Formule de Burnside

2.1 La Formule

Le nombre de coloriages mobiles de type £ est :

1
18l = 7 > Ifixe(o)]

geG

ol fixg (o) est I'ensemble des coloriages de type £ fixes par .

2.2 Applications

Le cube
Le groupe G est ici le groupe des déplacements du cube qu’agit sur I'ensemble
X des faces, il possede 24 éléments.

e L’identité qui fixe tous les coloriages, il y en CZ - C} = 60 avec 3 faces
bleues, 2 rouges et 1 jaune.

¢ Les 2 x 3 rotations d’angle +7 autour
des trois axes passant par les milieux S © f\()
de deux faces opposées. Ces rotations \O/
laissent fixent deux faces et ont chacune

un 4—cycle. Par conséquent, aucun coloriage de type (3,2,1) n’est fixe
par une telle rotation.

0
2




e Les trois rotations d’angle 7 autour de ces mémes axes.
Ces rotations fixent 2 faces et ont O O
chacune deux 2—cycles. Ainsi, il y a O o (l) é
3 % 2 x 2 coloriages fixés par
ces rotations.

e Les six rotations d’angle 7 autour des six axes joignant g
les milieux de deux arétes oposées, qui ont
chacune trois 2—cycles. Aucun coloriage 0 ? 9
n’est fixé par une telle rotation. (S o6

e Les 8 rotations d’angle +27 autour des quatres
axes joignant deux sommets opposés. Ces
rotations ont chacune deux 3—cycles. Aucun % 20 5o

coloriage du type désiré n’est fixé. 0/ C@; i

Au total, le lemme de Burnside indique que l'on a 511(60 SRl sl =1
configurations possibles.
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La molécule

Fixer un atome revient & colorier les atomes du squelette carboné. Le groupe G
est ici le groupe dihédral d’ordre 2 x 19 = 38 qui agit sur I’ensemble des atomes
de carbone. Il se compose de :

e L'identité fixe les C3° - C29 coloriages possibles de type (3,5, 11)

e 18 rotations d’angle 25 k € [1, 18] qui ne O/O D
possedent chacune qu’un cycle (car 19 est e
premier). Aucun des coloriages souhaités n’est fixes.

|

e Les 19 réflexions dont les axes sont
respectivement les 19 axes de symétrie du squelette i
carboné, chacun coupant un carbone en 2. (
Ces réflexions ont chacune un carbone fixe et neuf 2—cycles.
Aucun coloriage n’est fixe. I

Au total, on trouve qu'il y a 35(C3° - C16) = 111384 configurations possibles.

La méthode est efficace mais fastidieuse.

3 Généralisation du probléeme
Définition
L’indicatrice de cycle d’'un groupe G de permutation de X = {z1,...,zp} est :
1 o
Z(l‘la e v«:En) - mggzal‘?( ). _xin(u’)

ol ¢;(o) est le nombre de cycle de longueur i dans la décomposition en produit
de cycles de o.



Exemple avec le cube :

OIdl—}mEf

e 2-3 rot — 6272y o 0 (O

o
e 3rot (face) 7= 3zirs o o z
e 6 rot (arétes) m +— 63 ? C’ O

e 8 rot (sommets) £3F 813 )‘_/O_\ C< O

Finalement :

o’

1
Z(cube) = ﬂ(I? + 67314 + 37274 + 623 + 822)

Théoréme de Polya
On note :

e la couleur 7 est I'indéterminée X

I'application w:i € R — X;

le poids/type d’un coloriage f € R est W (f) = [[,cx w(f(z))
exemple : le poids du coloriage de type (n;,...,n,) est X' .- X7,

Le poids d’une orbite f € F est W(f) = W(f) o f € f est un représentant.

L’inventaire de § : 20(F) = > ¢z W(f)

On a la proposition suivante :

Proposition : Le nombre de coloriage de type (n1 ..... .nr) (modulo I'action
du groupe) est égal au coefficient du monéme en X" --- X?* dans I'inventaire
de §.

On peut en déduire le théoréme suivant :

Théoréme de Polya : Onnote X = {zy,...,z,} et Z(z1,...,z,) 'indicatrice
de cycle de G. Alors :

WE=2(> w@),d @), w'(y)

yeR yER yER

Applications :



le cube Ici I'indicatrice de cycle est :

1L
Z(cube) = 7 (2§ + +6z3zs + 3xiTs + 623 + 823)

Les couleurs sont {X;, X5, X3}; alors :

1
P(X1, X2, X3) = 5 (X1 + X2+ X3)8 + +6(X; + Xz + X3)*(XT + X5 + X3)+

(X1 + Xo + X3)*(XT + X5 + X3) +6(X7 + X7+ X3)° +8(X3 + X3 + X3)%)

Le coefficient devant le monéme X7X,X3 donne la réponse : 3.
Le polynéme P permet de généraliser avec r couleurs : P(1,...,1) donne le
nombre de coloriages possibles avec au plus r couleurs.

r=2—210 r=3—=257 r=4— 240

La molécule

Z(x) t1° + 18t19 + 19t1£3)

Le coefficient devant X7 X35 X3! est 111384

4 Autres Applications :

e On peut généraliser 'exemple 2 & un nombre quelconque de carbones. Par
exemple, si p > 3 est un nombre premier, l'indicatrice de cycle sera :

1 il
i % (t’]’+ (p—1)te +ptats? )

e En chimie : dénombrement d’isoméries, . ..

e En théorie des graphes : calcul du nombre de graphes & n nceuds a iso-
morphisme pres.

e etc
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6 Annexe

6.1 Démonstration du lemme de Burnside
Soit :
E={(f.0) € Re xG|f -0 = f}
Onsa:
E=J{(fo)lf-o=f1= J{(F.0)f 0=}
aeG fERe

D’une part, pour o fixé, |{(f,0)|f - ¢ = f}| = [fixc(o)|. D’autre part, pour
f € Re fixé |{(f,0)|f -0 = f}| = |Gy, ou Gy est le stabilisateur de f. Ainsi en
passant aux cardinaux dans la premiere égalité :

Bl= Y lix@l= Y 1671= 3 YiGil= ¥ 3 % = 3 (6l = IRl

oG fER: weFe few weF: few we Fe

d’ou le resultat.

6.2 Démonstration du théoréme de Polya :

On conserve les notations précédentes. Le nombre de coloriages mobiles de type
£ est égal d’apres le lemme de Burnside & :

1
8¢l = 77 > lfixe(o)]

geG
Ainsi :

WE) => WE)=> (&- ‘la =¥ |ﬁX5(U)|)

feg E€A ceCG

ou A est 'ensemble des monémes X" --- X[ avec nqy +---n, = |X| = n. Pour
alléger les notations, on a confondu le type & avec son poids. On permute les
sommes (finies) :

EU({S”)=|16EZ

gEG \EEA aeG \ f-o=f

(va |ﬁxE<o)J) == ( 3 W(f))

Par définition de fix¢ (o).

On souhaite évaluer (1) > . _.W(f) pour o donné. Si B = (By,...,Bx)
S Jio= g ;

est la partition de X par les orbites de o, alors la somme (1) peut étre évaluée

suivant les f constantes sur chaque orbites B; € 9B. Se donner une telle fonction

f revient & se donner une application g de 98 dans R. Ainsi :

Wi =Y [[we@)=> I ke(r@N>
fo=f fre=fzeX fro=f1<i<k

ou b; sont donnés.

- 3 [ lwe@)®

gER™® BeB



On reconnait alors le développement du produit :

II > @)™

Be®B yeR

On voit ensuite que ceci est le terme correspondant & o dans Z(z1,...,T,).
Dans ce terme, z; doit étre remplacé par 3, p(w(y)), 22 par 3, p(w(y))?,
ete ... Dol le résultat.



