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Résumé

On décrit de maniére élémentaire la construction du motif de Rost
d’une forme de Pfister, ce dernier trouvant son importance notamment
dans la démonstration de la conjecture de Milnor par Voevodsky. Outre
larticle originel de Rost (|22]), on suivra de prés les simplifications
apportées respectivement par Brosnan ([2]) et Karpenko ([14],[15]).

Introduction

Notre but est de décrire de la fagon la plus élémentaire possible une
construction du motif de Rost. En particulier, on contourne 'utilisation des
groupes de Chow a coefficients définis par Rost et de leurs suites spectrales
associées (|2I]). Cela signifie aussi que les résultats ne sont pas toujours
énoncés dans la plus grande généralité.

Historiquement, Rost énonga en 1990 (J20]) ses résultats concernant la
décomposition motivique de certaines quadriques; les preuves complétes ne
furent rédigées que plus tard ([22], théoréme 17). Le motif construit par Rost
est connu pour étre un élément clé dans la démonstration de la conjecture
de Milnor par Voevodsky (]29], Théoréme 4.5; [31], Théoréme 4.4, voir aussi
[32).

Dans la premiére partie, on rappelle briévement la théorie des formes
quadratiques (J24],[18]), et ses liens avec la K-théorie et la conjecture de
Milnor ([19)]).

Suivant [4], la seconde partie pose les bases de la théorie de I'intersection.
En particulier, on définit les groupes de Chow d’un schéma et les opérations
usuelles les concernant : pullback, pushforward, produit d’intersection. Dans
cette partie et dans la suite, on supposera que le lecteur est familier avec les
bases de la géométrie algébrique (voir [5]).

Dans la troisiéme partie, on fixe le cadre dans lequel on travaille : la
catégorie des correspondances de degré zéro. Suivant [2], on généralise de plus

*Mémoire de M2 encadré par Frédéric Déglise (que l'auteur remercie chaleureusement).
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le produit d’intersection. Ceci permettra de démontrer une décomposition
motivique d’une quadrique isotrope (21.1)) et le théoréme de nilpotence de

Rost (21.2).

Dans la derniére partie, on construit le motif de Rost (Théoréme [22.4])
et on démontre ses propriétés, notamment le théoréme principal de [22]

(Théoréme [22.5)).

Le lecteur souhaitant en apprendre plus sur les motifs de quadriques
pourra par exemple consulter les travaux de Vishik (|27], [28]).
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Premiére partie

Conjecture de Milnor

1 Formes quadratiques

Soit K un corps (commutatif) de caractéristiqueE] différente de 2. Soit
V un K-espace vectoriel de dimension fini. Une forme quadratique sur V
est une application ¢ : V — K telle qu’il existe une application bilinéaire
symétrique B, : V x V — K vérifiant

(Vo € V,By(x,x) = ¢(x)).

L’application bilinéaire B, caractérise entiérement la forme quadratique ¢.
La forme ¢ est dite non dégénérée si aucun vecteur de V' n’est orthogonal &
tout I'espace V, c’est-a-dire V+ = 0.

On travaille toujours avec des formes quadratiques non dégénérée.

Une forme quadratique est toujours diagonalisable dans le sens ot il existe
une base de V' et des éléments aq,...,a, € K* tels que ¢((z1,...,2,)) =
a17? + - -+ + a,x2 dans cette base. On écriraE] p={al,...,an).

Soient (V,¢) et (W, ) deux K-espaces vectoriels de dimension finie res-
pectivement munis d’une forme quadratique. Un isomorphisme entre (V, ¢)
et (W, 1) est un isomorphisme O entre les espaces V et W vérifiant po© = 1).
On peut considérer ’ensemble M des formes quadratiques & isomorphisme

prés et définir sur cet ensemble une sommelﬂ et un produit (tensoriel) :

(Vip)o (W) = (Ve W,po),
(Vip) @ (W) = (Ve W, p1).

L’addition fait de M un monoide simplifiable (voir [I8], Chapitre 2, §1). On
compléte ce monoide en un groupe que ’on peut aussi munir d’une structure
d’anneau commutatif a I’aide du produit tensoriel. On le note W(K ) et
I'appelle anneau de Grothendieck- Witt.

On notera H = (1, —1) que l'on appelle forme hyperbolique (pure). L’idéal
de W(K ) engendré par H est Z - H, le groupe additif engendré par H.

1.1 Définition. L’anneau de Witt, noté W(K), est le quotient W (K)/Z-H.

Un élément de W (K) peut étre représenté par une forme quadratique
(V,¢); on peut lui associer son degré qui est la dimension de V' modulo 2.
Cela fournit un morphisme d’anneaux W (K) — Z/2Z dont le noyau I est
appelé idéal fondamental des formes de dimension paire.

On définit 'anneau gradué associé :

1. La théorie des formes quadratiques peut aussi étre développée en caractéristique 2.

2. Cette notation suppose le choix d’une base. Comme on travaillera a isomorphisme
prés, cela n’a pas d’importance.

3. On parle de somme orthogonale et note souvent L au lieu de 6.
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gr;(W(K)) = ®pzol™ /I

1.2. Soit (V, ) une forme quadratique. On peut lui associer une quadrique
projective X C P(V) donnée par I’équation ¢ = 0. Si ¢ est non dégénérée,
alors 'hypersurface X est lisselﬂ sur K.

1.3. Soit @ € K*. La forme de Pfister associée a a est la forme (1, —a); on
la note (a)).

Soient aq,...,a, € K*. La forme de Pfister associée auz a1, ..., a, est le
produit ((a1)) ® --- ® {a,) ; on la note (a1, ...,an)).

On rappelle qu'une forme quadratique ¢ est isotropique s’il existe un
vecteur non nul x tel que ¢(x) = 0. Ceci est équivalent & se donner une
décomposition ¢ = H L 1) avec ¢ une forme quadratique ([18], Chapitre 1,
Théoréme 3.4).

1.4 Définition. Une forme quadratique ¢ en n variables (n > 2) est scz’ndéelﬂ
si, dans une base adaptée, on peut 1’écrire

_ Z?ilﬂfiyz’—FzQ sin=2m+41,
v D it Tiyi si n = 2m.

Dans ce cas, on dira que la variété projective associée a ¢ est scindée.
La propriété principale des formes de Pfister est la suivante :

Une forme de Pfister est isotropique si, et seulement si, elle est scindée.

2 K-théorie et conjecture de Milnor

On considére le groupe multiplicatif K* comme un Z-module. L’algébre
tensorielle de K* est

T(K*) = @n>0(@1<i<n K).

Celle-ci est engendrée par les éléments a1 ® - - - ® a,, que 'on appelle tenseurs
purs.
La K -théorie de Milnor est 'algébre quotient

K,(K)=T(K*)/(a® (1 —a),a € K\ {0,1}).

Celle-ci est engendrée par les images des tenseurs purs appelées symboles et
notées {a,...,an}.

L’application qui a un symbole {a1,...,a,} associe la forme de Pfister
{a1,...,an) définit un morphisme

4. Un schéma de type fini sur K est lisse si, aprés extension des scalaires & une cléture
algébrique de K, ce schéma devient un schéma régulier, i.e. ses tiges sont toutes des
anneaux locaux reguliers.

5. split en anglais (|21],§2.3). La traduction est de auteur ; on rencontre aussi le terme
hyperbolique (hyperbolic en anglais) lorsque n est pair ([18], p. 10). P. Gille signale que le
mot déployé est souvent utilisé.
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K.(K)/(2) = gr(W(K))

appelée morphisme de Milnor. 11 n’est pas difficile de montrer que ce mor-
phisme est surjectif. On a en fait mieux :

2.1 Théoréme. (Conjecture de Milnor) Le morphisme canonique
K.(K)/(2) = gr;(W(K))
est un isomorphisme.

2.2 Remarque. La conjecture de Milnor est plus connue sous la forme sui-
vante. Soit nm un entier, soit uy le groupe multiplicatif {1, —1} muni de son
action canonique par Gal(K/K), ou K, est une cloture séparable de K. Il
existe une application canonique

K, (K)/(2) = H(K, u5")

ol le membre de droite désigne la cohomologie galoisienne. La conjecture de
Milnor (démontrée par Voevodsky) affirme que ce morphisme de groupes est
un isomorphisme.

Deuxiéme partie

Théorie de 'intersection

3 Conventions

Nous suivrons les conventions de [4]. On fixe[’| un corps (commutatif)
de base noté K. Un schéma (algébrique) sera un schéma (au sens de [5],
Chapitre I, définition 2.1.2) de type fini sur K. Une variété sera un schéma
intégral (c’est-a-dire irréductible et réduit)m Une sous-variété sera un sous-
schéma (supposé fermé, sauf mention du contraire) qui est une variété. Un
point d’un schéma sera un point fermé.

On note A4 'espace affine sur K de dimension d et P? I’espace projectif
sur K de dimension d.

On note Ox,y l'anneau local d'une sous-variété V d’'un schéma X, on
note mx y son idéal maximal. Le corps des fonctions rationnelles sur une
variété X est noté R(X) (ou parfois K(X)), les éléments non nuls de ce
corps forment le groupe multiplicatif R(X)*.

6. En pratique, lorsque ’on travaillera avec des quadriques, ce corps sera supposé de
caractéristique différente de 2.

7. 11 est important de remarquer que nos variétés peuvent ne étre pas lisses : méme
pour des variétés lisses, 'intersection de cycles impliquera des éclatements le long de sous-
schémas non-lisses (singuliers).
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4 Ordres des zéros et des poles

Soient X une variété et V' une sous-variété de X de codimension 1. L’an-
neau local A = Ox y est un anneau intégre de dimension (de Krull) égale
a 1. Soit » € R(X)*, on l'écrit r = a/b, avec a,b € A. On définit I'ordre
d’annulation de r le long de V par :

ordy (r) =1a(A/(a)) —14(A/(D)),

o l4(M) désigne la longueur du A-module M.
Sir,s € R(X)*, on peut vérifier que

ordy (rs) = ordy (r) + ordy (s).

Sir € R(X)* est fixé, il n’y a qu’un nombre fini de sous-varié¢tés V de
codimension 1 telles que ordy (r) # 0.

4.1 Ezemple. Soit X une variété et soit p : X — X sa normalisation. Si

r € R(X)* = R(X)*, alors

ordy (r) = Y J[R(V) : R(V)] - ord (r),

ol ~\7 de X parcourt les composantes irréductibles de p~'(V), et
[R(V) : R(V)] est le degré de 'extension de corps.

5 Cycles et équivalence rationnelle

Soient X un schéma et k un entier, un k-cycle sur X est une somme
formelle

2 nilVi]

ol les V; sont des sous-variétés de X de dimension k et n; sont des entiers
(relatifs). Le groupe des k-cycles sur X, noté Z;X, est le groupe abélien
libre engendré par les sous-variétés de X de dimension k; si V' est une telle
sous-variété, on note [V] son image dans Z; X.

Soit W une sous-varié¢té de X de dimension (k + 1) et soit r € R(W)*.
On définit un k-cycle [div(r)] sur X en posant

[div(r)] = > ordy (r)[V],

oll la somme parcourt les sous-variétés V' de W de codimension 1 et ot ordy
désigne I'ordre d’une fonction sur R(W)* défini par I'anneau local Owy .

Un k-cycle a est rationnellement équivalent a zéro, noté o~y 0 ou plus
simplement o ~ 0, si il existe un nombre fini de sous-variétés W; de V de
dimension (k 4 1) et des r; € R(W;)* tel que

o= 3, [div(r)]
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Comme [div(r~!)] = —[div(r)], les cycles rationnellement équivalent & zéro
forment un sous-groupe Ratp X de Z,X. Le groupe des k-cycles modulo
équivalence rationnelle sur X est le groupe quotient

On note Z, X (resp. A, X) la somme directe des groupes Z; X (resp. ApX)
pour k € Z (on peut se restreindre a k = 0,...,dim X). Un cycle (algébrique)
sur X désignera un élément de Z, X voire (abusivement) un élément de A, X.

Si v est un cycle dans A, X (o k est un entier), on note {a}y les com-
posantes de « dans Ap X de sorte que

a = {ate

Un cycle est effectif (ou positif ) s’il est non nul et si chacun de ses coefficients
est un entier positif.

5.1 Exemple. 1. Un schéma et son sous-schéma réduit associé possédent
les mémes sous-variétés de sorte que

Ap(X) = Ap(Xreq)-

2. Si X est une réunion disjointe de schémas Xi,...,X;, alors
2. X =@®; 2. X; et

ApX = @ Ap(X5).

3. Si X7 et X5 sont des sous-schémas fermés de X, alors la suite suivante
est exacte :

Ak(Xl N XQ) — A X1 ® A Xo — Ak(Xl U XQ) — 0.

5.2 Exemple. Si X est de dimension n, alors A, X = Z,X est le groupe
abélien libre engendré par les composantes irréductibles de X.

6 Pushforward de cycles

Soit f : X — Y un morphisme propre. Pour toute sous-variété V de X,
le schéma réduit W = f(V') est alors une sous-variété (fermée) de Y. On
posséde un morphisme induit de R(W) dans R(V).

Montrons que ’extension de corps ainsi obtenue est finie lorsque W pos-
séde la méme dimension que V' (voir aussi [4], Appendice B.2.2 pour une
autre justification). Il existe un ouvert dense W’ dans W tel que le mor-
phisme induit fjz-1yr) soit a fibres finies (i.e. Vy € W', f~1(y) est un
ensemble fini). Le morphisme f| 1w demeurant encore propre, on peut
montrer que f est un morphisme fini (voir [6], Chapitre ITI, Proposition
4.4.2). On peut supposer Pouvert W’ affine de sorte que le morphisme in-
duit O (W') = O -1y (f~H(W')) soit une extension finie d’anneaux in-
tégres. On obtient alors le résultat en remarquant que R(W') = R(W) et
R(f~1(W")) = R(V).

On peut alors définir
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[ [R(V):R(W)] si dimW =dimV
deg(V/W) = { 0 si dimW < dimV

ou [R(V) : R(W)] désigne le degré de I'extension de corps. On définit
1.[V] = deg(V/W)[W]
que l'on étend linéairement en un morphisme
f* . X = LY.

Ces morphismes sont fonctoriels : si g : ¥ — Z est un morphisme propre,
alors (gf)« = g« f« (cela découle de la multiplicativité des degrés d’une tour
d’extensions de corps).

6.1 Théoréme ([4], Théoréme 1.4). Si f : X — Y est un morphisme propre
et a un k-cycle sur X qui est rationnellement équivalent & zéro, alors f.a
est rationnellement équivalent a zéro sur'Y .

En particulier, il existe un morphisme induit
f* : AkX — AkY

de sorte que A, est un foncteur covariant pour les morphismes propres. Si X
est un schéma complet (i.e. X est propre au-dessus du spectre S = Spec K
du corps de base) et si a = ) p np[P] est un zéro-cycle sur X, alors le degré
de a, noté deg «, est défini par

dega =) pnp[R(P) : KJ.

Autrement dit, deg a = p.(a) ot p le morphisme structural X — S et Ag(.5)
est identifié avec Z. D’aprés le théoréme précédent, on peut étendre le degré
en un morphisme

degy : A X — Z

en posant degy o = 0 si a € A X avec k > 0.

6.2 Remarque. Soient Y7,...,Y, des sous-schémas fermés d’un schéma X.
Soit Y un sous-schéma fermé de X contenant tous les Y;. Soient aq,...,a, €
AY; et B € AY, on écrira parfois (abusivement) 8 = . «; a la place de
B =>";vix(a;) ot ¢; est I'inclusion de Y; dans Y.

7 Cycles associés & un sous-schéma

Soit X un schéma et soient Xi,..., X} les composantes irréductibles de
X. Les anneaux locaux Oy x, sont artiniens (i.e. de dimension 0 car noe-
thériens). La multiplicité géométrique m; de X; dans X est définie par la
longueur de Ox x, (en tant que module sur lui-méme) :
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m; = lox,xi (OX,Xi)'
Le cycle (fondamental) [X] de X est
[X] = 22 mal Xi].

On le voit comme un élément de Z,X. Par abus, on note aussi [X] son
image dans A,X. Si le schéma X est équidimensionnel de dimension k, alors
[X] € ZxX. Dans ce cas, Z; X = A X est le groupe abélien libre engendré
par [X1],...,[X¢].

Si X est un sous-schéma fermé d’un schéma Y, alors Z, X C Z,Y et on
écrit aussi [X] pour I'image de [X]| dans Z,Y et dans A.Y.

8 Pullback plat de cycles

Soit f : X — Y un morphisme platﬂ Les exemples cruciaux sont les
suivants :

1. Une immersion ouverte (n = 0).

2. La projection d’un fibré vectoriel, ou d’'un A™-torseur, ou d’un fibré
projectif, sur sa base.

3. La projection d’un produit cartésien Y x Z sur le premier facteur, ou
Z est un schéma équidimensionnel de dimension n.

4. Un morphisme dominant d’une variété de dimension n + 1 vers une
courbe singuliére.

Pour un tel morphisme f : X — Y et pour toute sous-variété V de Y, on
pose :

Fvi=L vl

ott f~1(V) est le schéma image réciproque (c’est un sous-schéma de X de
dimension dim (V) +n car f est de dimension relative n), et [f~1(V)] est son
cycle associé. On étend cette fléche linéairement en

f* : ZkY — Zk+nX~
8.1 Lemme. Si f: X — Y est plat, alors pour tout sous-schéma Z de Y,
2y =112
8.2 Proposition. ([}, Proposition 1.7) Soit

x -9 x

d

Y —=Y
g

8. Par convention, nos morphismes plats seront toujours supposés de dimension relative
n, ol n est un entier fixé

10
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un carré cartésien, ou g est plat et f propre. Alors g’ est plat, f' est propre
et, pour tout o € Z, X,

! I*x

Jra=g" fua
dans Z,Y".

8.3 Théoréme. ([], Théoréme 1.7) Soient f : X — Y un morphisme plat
(de dimension relative n), et o un k-cycle sur'Y qui est rationnellement équi-
valent a zéro. Alors f*a est rationnellement équivalent o zéro dans Zyyn X .

Ainsi, il existe un morphisme pullback f*: ArY — Apyn,X de sorte que A,
est un foncteur contravariant par rapport aux morphismes plats.

9 La suite exacte de localisation

9.1 Proposition. Soit Y un sous-schéma fermé d’un schéma X et soit
U=X\Y. Soienti:Y — X,j: U — X les inclusions canoniques. Alors la
suite

3

ALY s A X L AU 0

est exacte pour tout entier k.

Démonstration. La composée j*i, est nulle par définition sur les cycles.
Comme toute sous-variété V de U s’étend en une sous-variété V de X (en
prenant ’adhérence), I'application j* est surjective. Pour finir, on se donne
un cycle a dans Zp X tel que j*a ~pa¢ 0. Il existe alors des sous-variétés W;
de U et des éléments r; de R(W;)* tels que

Jra =Y [div(ry)].
Comme, pour tout i, R(W;) = R(W;), les r; correspondent & des fonctions
T; sur Wi, et

7 (e = X [div(r3)]) = 0
dans Z,U. On voit alors que
a = [div(r)] = i.p

pour un certain 8 dans Z;Y. D’ou le résultat en passant au quotient. O

11
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10 A" torseurs et fibrés vectoriels

Un schéma F muni d’'un morphisme p : E — X est un A”-torseur (de
rang n) sur X si X peut étre recouvert par des ouverts U, tel qu'il existe
des isomorphismes

p H(Uy) =~ Uy x A

de sorte que p restreint a p~!(U,) correspond & la projection canonique de
Uy x A™ vers U,,. Lorsque les fleches de transition sont linéaires (au sens de
[8], Paragraphe 5.18), on parle de fibré vectoriel (voir aussi [5], Chapitre I,
Proposition 9.4.9).

10.1 Proposition. Soit p: E — X un A"-torseur. Alors le pullback plat
p* : AkX — Ak-JrnE

est une surjection pour tout entier k. Si de plus le morphisme p est un fibré
vectoriel, alors p* est un isomorphisme pour tout k.

En particulier, Ax(A™) =0 si k <mn, et A,(A)" =Z.
10.2 Ezemple. Soit L* un sous-espace P" de dimension k € {0,...,n}.

1. Le groupe Ay(P*) est engendré par [L¥] (utiliser avec X = P",
Y = L" et U= A",

2. Le groupe Ay (P") est Z[LF] ~ Z.

11 Produits extérieurs

Soient X,Y deux schémas (sur le méme corps de base K), notons X x Y
le produit cartésien de X et Y au-dessus de Spec(K). Le produit extérieur
sur les cycles

2 X ® 21Y — Zk+l(X X Y)
est défini par la formule
VIx [W]=[VxW],

ou V,W sont des sous-variétés de X et Y respectivement. Si le corps de
base K n’est pas algébriquement clos, le produit V x W peut ne pas étre
irréductible ; son cycle [V x W] est défini dans la Section

11.1 Proposition. 1. Sia~0oufB~0, alors a x B ~ 0.

2. Soient f : X' — X,g : Y — Y deuxr morphismes, soit f X g le
morphisme induit de X' x Y vers X x Y.

(a) Si f et g sont propres, alors f X g l'est aussi et
(f x g)i(ax B) = fia x g3

12
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pour tout cycles o sur X' et B surY’.

(b) Si f et g sont plats de dimension relatives m et n respectivement,
alors f X g est plat de dimension relative m +n, et

(f xg)"(ax B) = fraxg™p

pour tous cycles a sur X et § surY.
On en déduit un produit extérieur sur les classes de cycles
A X @ A)Y — AkJrl(X X Y)

pour tout entiers k et [.
Ce produit extérieur est associatif :

(ax B)xy=ax(8x7y)
pour tous a € A, X,B € AY et vy € A Z.

12 Morphismes de Gysin

Une immersion fermée ¢ : X — Y entre schémas est une immersion
fermée réguliere de codimension d si tout point de X posséde un voisinage
affine U dans Y, tel que I'idéal de I'anneau Oy (U) définissant X dans Y est
engendré par une suite réguliére de longueur d (cf [4], Appendice A, Lemme
6.1; [7], Chapitre 0, §15).

Soit alors ¢ : X — Y une immersion fermée réguliére de codimension
d. Si T est I'ldéal de X dans Y, alors le faisceau (dit conormal) T/Z? est
localement libre de rang d sur X. Le cone normal de X dans Y est par
définition

CxY = Spec(EBnZoI”/I”H).

Celui-ci est canoniquement isomorphe au fibré normal NxY ([4], Appendice
B.7.1). Notons C = CxY. On fixe un entier k. Il est possible (voir [4],
Proposition 5.2) de définir un morphisme

o: ALY — AC

qui vérifie o[V] = [Cynx V] au niveau des cycles.
Si 'on voit C' comme un fibré vectoriel au-dessus de X, on définit le
morphisme

s* AkC — Ak_dX

comme étant I'inverse de 1'isomorphisme de la Proposition [10.1
Finalement, on définit le morphisme de Gysin

i AkY — Ak_dX

13
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comme étant la composition i* = s* oo :

ALY —7= A, C— Ay 4X.

12.1 Théoréme. ([J)], Proposition 6.2) On consideére le diagramme cartésien

Xy
T
X _ .oy
avec i une immersion fermée réguliere de codimension d.

1. (Pushforward) Sip est propre et si p est transverse a i (i.e. i et sont
des immersions fermées réguliéres de méme codimension), alors i’ est
une immersion fermée réguliére et q est propre. De plus, si o € ALY,
alors

i*ps(a) = g™ (a)
dans Ap_q4X.

2. (Pullback) Si p est plat de dimension relative n, alors i’ est une im-
mersion fermée réguliere et q est plat. De plus, si o € ALY, alors

(@) = ¢"1* ()
dans Agin_aX'.

12.2 Proposition. ([, Proposition 6.5) On considére la suite suivante
Xty Loz

1. On suppose que i est une immersion fermée réguliére de codimension
d, et que p et pi sont plats de dimenstons relatives n et n — d respecti-
vement. Alors pour o € ApZ :

(pi)*(@) = i*(p*a) = i*p*a
dans Agin_qX.

2. On suppose que i est une immersion régquliére de codimension d, que p
est lisse de dimension relative n et que pi est une immersion réguliére
de codimension d — n. Alors, pour tout o € A, Z,

(pi)*(ar) =" (p" )
dans Agin—aX.

14



Le motif de Rost d’'une forme de Pfister

13 Produits d’intersection

On cherche & généraliser la notion d’intersection déja connue pour les
équations algébriques (un polynéme de degré d posséde exactement d racines
comptées avec multiplicités)ﬂ

Soit X une variété lisse, et soient Z,T deux sous-variétés de X de codi-
mension p et q respectivement. On souhaite définir 'intersection de Z et T
Notons W = Z xx T et considérons ses composantes irréductibles Wy. En
général, on a 'inégalité

codimx (Wy) < p+q,

pour tout indice A. Lorsque 'égalité a lieu, on dit que Z et T sont transverses
(ou bien qu’elles s’intersectent proprement). Dans ce cas, on définit la mul-
tiplicité d’intersection de la composante W) par la formule (cf |25], Chapitre
V, Section C, Paragraphe 1, Théoréme 1) :

pt+q
; @
my = Z(—l)llox,% Tor; " (Ox,z, Ox.1),
=0
o l4(M) désigne toujours la longueur du A-module M.

13.1 Théoréme. Soit X une variété lisse. Il existe une unique structure
d’anneau commutatif sur le groupe A*(X) telle que, si Z et T sont deux
variétés transverses de X, alors le produit d’intersection de Z par T est

[Z] - [T] = 22\ ma[W)]
ot Wy et my sont définis comme ci-dessus.

Pour démontrer ce théoréme, on peut utiliser le moving lemma (cf Stack
Project Tag 0BOD) qui affirme que 'on peut toujours supposer que Z et T
s’intersectent proprement quitte & les remplacer par des cycles rationnelle-
ment équivalents.

Une autre fagon de procéder est d’utiliser la déformation au cone normal
pour définir le produit d’intersection (cf [4], Chapitre 5).

Si f: X — Y est un morphisme (plat) entre variétés lisses, alors le
pullback

FAY 5 AKX

est un morphisme d’anneaux gradués.
Si f: X — Y est un morphisme propre avec Y lisse, alors f, est un
morphisme de A,Y-modules. Autrement dit, on a la formule de projection :

felae- f7(B)) = fula) - B.

9. Plus généralement, le théoréme de Bézout affirme que des courbes en position géné-
rale de degré d; et dz respectivement s’intersectent en exactement didz points.
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Troisiéme partie

Catégories de motifs

14 Correspondances

Rappelons que les schémas sont toujours de type fini sur le corps de base
K.

14.1. Les énoncés concernent les schémas projectifsm; on peut toujours se
ramener au cas des variétés en considérant la décomposition

A(X X Y) = @ A(X; x Yj),

ou X;,Y; sont les composantes connexesE] de X et Y respectivement. Une
correspondance d’un schéma projectif X vers un schéma projectif Y est une
classe d’équivalence de cycles sur X x Y. On écrira o : X F Y pour signifier
que « est une correspondance de X a Y.

Sia: XFY,8:YHEZ (ou X,Y,Z sont de plus lisses), la composée de
deux correspondances, noté 5o «, est la correspondance de X vers Z définie
par

Boa=pxz«(Dxya-py;B),

ol pxy,Pyz,Pxz sont les projections canoniques de X X Y x Z vers X X
YYXZ XxZ respectivementlT_ZI . Le produit p%y o - p§ 3 est I'intersection
usuelle sur le schéma projectif lisse X x Y x Z. Cette composition définit
une application bilinéaire

AXXxY)RAY x Z) = A(X x 2).

Toute correspondance o : X Y posséde une transposée of : ¥ F X
définie par

al = 1),
avec T: X XY =Y x X, (z,y) — (y,2).

14.2 Proposition. Soita: X FY,5:Y F Z.
1. Siy:ZEW, alorsyo (foa)=(yof)oa.
2. (Boa) =atofl et () = a.
3. (a) Si B = T4 est le graphe d’un morphisme g, alors
Boa=Idy xg)«(a).

10. Dans cette section, le mot "projectif" peut étre remplacé par "propre".
11. Remarque : si un schéma lisse est connexe, alors il est irréductible.
12. Sans plus de précisions, on utilisera parfois les notations pxy,pyz,pxz ou bien

pavZ pE Y2 pXYZ pour désigner des applications canoniques similaires.
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(b) Sia =Ty, alors Boa = (f x1dz)*(B).
(c) Sia=Ty et =[Iy], alors foa =Tyy.

Démonstration. Notons pﬁ%vw la projection canonique X x ZxW — X xW |,

de méme pour les autres applications. Pour les projections canoniques de
sources X XY x Z x W, les exposants sont omis. D’aprés la Proposition [8:2]
on a I’égalité

(px%")* o (px57)e = (Pxz2w )+ © (PxY2)" (1)

entre morphismes de A(X x Y x Z) vers A(X x Z x W). On obtient alors

yo(Boa) = pXEW (pXEWx(pXYZ (XY 2o . pXYZ%R)) . pXZWy)
= pXEW (px 2w Py 7 (D3 7% - p 2% B)) - pyi?V )

= pEY (pxzwe((Diya - Dy B) - D g P *y))

= pxw((Pixy - Py zB) Do)

= pxwsPxya- (0528 - Pow))

Les cinq égalités se justifient comme suit : (i) par définition de la composée ;
(ii) d’apreés la formule (1)) ; (iii) par compatibilité du pullback avec le produit
d’intersection, par fonctorialité du pullback et d’aprés la formule de projec-
tion; (iv) par fonctorialité du pushforward et pullback; (v) par associativité
du produit d’intersection. Par symétrie, le dernier terme est aussi (yo ) o,
d’out le point (1).

Pour le point (2), on considére le morphisme 0 : X XY x Z — Z x Y x
X, (z,y,2) — (z,y, ). Pour tous schémas S et T, on note 757 le morphisme
SxT —TxS,(s,t)— (t,s). D’apres la Proposition

) o (17 7) = 0w 0 (03 7)",

G0 o () =00t

En raisonnant comme précédemment, on obtient

oo B = WK WA(rY78) s ()
= pzxe (0epyz77B) - (0xpxy ™ @)

p7xe o (pxy - ppy 7 B)

= TR a )
— (Boa).

La troisiéme égalité utilise le fait que o, est un morphisme d’anneaux (pour
le produit d’intersection), ce que 'on admet; la quatriéme égalité découle
de l'identité p%}/(x o= TXYp§)Z/Z . La seconde identité & démontrer est une
conséquence de la formule 7Y ¥7XY = Idxyy.

Les derniéres assertions se démontrent de méme (utiliser de nouveau la

Proposition . O
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14.3 Corollaire. Soit X un schéma projectif lisse. Le produit ax f — «o 3
fait du groupe A(X x X) un anneaulﬂ d’unité [Ax] (la classe de la diagonale
de X x X ), et muni d’une involution o — al.

14.4. Soit o : X 'Y une correspondance, on définit le morphisme

s A(X) = A(Y)

par la formule . (a) = py) (o - p¥Y*(a)), et un morphisme

a* AYY) — A(X)
par la formule o (b) = pXY (a - pit Y *(b)).
14.5 Proposition. 1. Sia: XFY,B:YFZ, alors
(Boa)s = fBroay et (Boa)" =a*o .

2. Sia: X FY, alors (ab), = a*.

3.8 f: X =Y, alors (Uy)s = fu et (I'y)* = f*.

En particulier, le morphisme

A(X x X) = End(A(X)),a — a (resp. o — a*)

est un morphisme (resp. anti-morphisme) d’anneauz (le produit étant la com-
position).

Démonstration. Soit P = Spec K. Si a € A(X) = A(P x X), alors ax(a)
peut étre confondu avec a o a dans A(Z) = A(P x Z). De méme, si b €
A(Y) = A(Y x P), alors a*(b) peut étre confondu avec b o . En utilisant
ces identifications, les trois premiéres assertions découlent de la précédente
Proposition [14.2] ]

15 Catégories de correspondances

Soit Corr la catégorie additive suivante. Les objets de Corr sont les
schémas projectives lisses sur K. Le groupe Homgorr(X,Y) = Corr(X,Y)
des morphismes entre deux objets X et Y est le groupe A(X X Y) des
correspondances, la composition étant celle entre correspondances .

Soient X et Y deux schémas projectifs. Le groupe des correspondances
de degré r est défini par

Corr, (X,Y) = ®iAg,(X; x V) = ;A% (X x Y)),
ou les X; (resp. Yj) sont les composantes connexesE de X (resp. Y) de
dimension notée d; (resp. d;).
Si de plus X et Y sont lisses, et si Z est un troisiéme schéma projectif
lisse, alors la composition entre correspondances induit un morphisme

13. Cet anneau est en général non commutatif.
14. En pratique, nos schémas seront souvent équidimensionnel de sorte que les corres-
pondances de degré r sont simplement un décalage du groupe de Chow.
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Corr,(X,Y) ® Corrs(Y, Z) — Corryi5(X, Z)
ou r et s sont des entiers.

15.1 Définition. On définit Corrg la sous-catégorie additive de Corr de
la maniére suivante. Les objets de Corrg sont ceux de Corr. Le groupe des
morphismes entre deux objets X et Y est le groupe

Corrg(X,Y) C Corr(X,Y)
des correspondances de degré 0, la composition étant celle induite.

Lorsque X est irréductible de dimension d, on remarque que
Corrp(X, X) = Ag(X x X) = A4(X x X).

L’élément neutre Idy de Corrg(X, X) est la classe [Ax] de la diagonale
de X x X.

Si k est un entier, 'application X + Az (X) (resp. X — A¥(X)) définit
un foncteur covariant (resp. contravariant) sur la catégorie Corry. En effet,
pour f € Corrg(X,Y), on a défini au Paragraphe Papplication f, :
Ap(X) = Ap(Y) (resp. f*: A¥(Y) — AF(X)).

Si f: X — Y est un morphismes de schémas (projectifs lisses au-dessus
de K), on notera encore f son graphe :

f=[Iy] € Corrg(X,Y).

Le point (3) de la Proposition montre que les applications f, et f* sont
les pushforwards et pullbacks usuels.

16 Motifs de Grothendieck

La catégorie Corrg des correspondances de degré 0 est additive mais a
priori non abélienne. C’est pour cela que 'on considére ’enveloppe pseudo-
abélienne (ou karoubienne) de Corry que I'on note Chow*? : elle vérifie
la propriété (universellelE) que tout idempotent se scinde, autrement dit,
que les projecteurs possédent tous des noyaux. Concrétement, les objets de
Chow* (appelés motifs effectifs) sont les couples (X,p) avec X un objet
de Corrg (i.e. un schéma projectif lisse) et p € Corrg(X, X) est un idem-
potent/projecteur (p o p = p). Le groupe de morphismes entre deux objets
est :

Hom((X,p),(Y,q)) = qo Corrg(X,Y) op C Corrg(X,Y).

15. Plus précisément, soit D une catégorie dans laquelle les projecteurs admettent tous
des noyaux (on peut fixer le choix des noyaux a l'aide de 'axiome du choix), et soit
F : Corrg — D un foncteur. Alors il existe un unique foncteur F : Chow*® — D
prolongeant F' et préservant le choix des noyaux.
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La composition des fléches est celle induite par Corr.

A tout schéma X de Corry, on associe le couple (X,Idx) (que I’on note
encore X).

Si (X,p) est un objet de Chow*f et k un entier, on définit le groupe de
Chow par :

Ak((Xap)) = p*(Ak(X))7
AM((X,p)) = p*(Ar(X)).

La catégorie Chow®® est monoidale; la somme et le produit sont données
par :

(X,p)e (Y,qg) = (XUY,p+q)
(X,p) @ (Y,q) = (X xY,pxq).

Le motif neutre pour la multiplication est (Spec(K),Id), que 'on note Z.
Soit X un objet de Corrg et soit p un projecteur sur X. Comme la
catégorie est pseudo-abélienne, on a I'isomorphisme

(X,1dx) = (X,p) & (X,1dx —p).

17 Le motif de Tate

On peut montrer (en utilisant la Proposition que le groupe
End(P') = A;(P! x P!) est isomorphe au groupe additif Z @& Z engendré
par les cycles p; = [P x P!] et pg = [P! x P] (avec P un K-point quelconque
de P'). Si A est la diagonale de P! x P!, on a [A] = po+p1. Ainsi, pg et p; sont
deux projecteurs orthogonaux de End(P!). On a (P!, py) = Spec(K) = Z.

Le motif Z(1) = (P!, p1) est appelé motif de Tate. Pour i > 0, on notem
Z(3) le produit Z(1) ®- - -®Z(1) de i copies de Z(1) (ot Z(0) = Z = Spec K).

Si X est un motif, on note X (i) = X ® Z(1).

17.1. Soient (X, p), (Y, q) deux motifs et i,j deux entiers, alors
Hom((X, p)(i), (Y, ¢)(j)) = q Corrj—i(X,Y)p.
En particulier, on a

Hom(Z(k), X) = Ap(X),
Hom(X,Z(k)) = A*(X).
Soit n un entier et soit X une variété projective lisse. En utilisant la

suite exacte de localisation on peut montrer I'isomorphisme d’anneaux
gradués (la multiplication étant le produit d’intersection) :

AF(X % B") = A%(X)[B] /().

16. On note parfois ce motif Z()[2¢] pour rappeler que Chow*® est naturellement une
sous-catégorie pleine de la catégorie triangulée DM°T (K).
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En particulier, en observant les termes de codimension n, on obtient 'iso-
morphisme de groupes :

AM(X x P") = ®imp,. nAN(X).

En se souvenant du Paragraphe [I7.1] on remarque que cet isomorphisme
n’est rien d’autre que

Hom(X,P") = &j—0,... , Hom(X, Z(i)) = Hom(X, ®i—=0,... nZ(1)).
Le lemme de Yoneda fournit alors la décomposition du motif (P™,1d) :

P" = @®i—0,... nZ(1).

18 Correspondances généralisées

18.1. Suivant Brosnan ([2], Section 2), on va généraliser la composition entre
correspondances. Soient X, Y, Z des schémas, on suppose de plus que Y est
projective lisse. On va utiliser le morphisme de Gysin induit par I'immersion
réguliére

[dxAXxId: X XY xZ—=>XXxY XY xZ.
On considére le morphisme

A (X xY)® Corrs(Y,Z) » Ar—s(X x Z)
BR@ar— aof

ou la composition est définie par la formule

aof=pxz«((Id xA x Id)*(8 x )).

On va montrer que cette nouvelle composition généralise la précédente [14.1
et que celle-ci est compatible avec les pushforwards et pullbacks.

18.2 Proposition. Soient X, X' Y, Z des schémas, on suppose Y projectif
lisse.

1. Si X et Z sont lisses, alors l'intersection définie au Paragraphe
est la méme que celle définie au Paragraphe[14.1].

2. Sim: X' — X un morphisme propre, alors le diagramme

Ap(X'xY)® Corrg(Y, Z) —= A,_s(X' X Z)

A (X x V) @ Corry(Y, Z) — Ar_y(X x Z)

est commutatif. On a noté m, le morphisme induit par le pushforward
. sur le premier facteur et l’identité sur les autres facteurs.
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3. Sim: X — X un morphisme plat de dimension relative e, alors le
diagramme

A (X xY)® Corrs(Y, Z) A (X X Z)

.| E

Arie(X'xY)® Corrg(Y, Z) — Arse—s (X' x Z)

est commutatif. On a noté ©* le morphisme induit par le pullback m*
sur le premier facteur et l'identité sur les autres facteurs.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que Y est irré-
ductible. En effet, cela vient du fait que Corrg(Y, Z) et A, (X xY') se décom-
posent en une somme directe indexée par les composantes irréductibles de Y
et que les morphismes considérés commutent aux sommes directes. Montrons
le point [T} Une autre formulation de la formule du Paragraphe [I4.1] est

aof=pxz:Qxyz(Pxy X Py z)(a x B)
oUAxyz : X XY XZ =5 (X xY xZ)x (X XY x Z) est le morphisme
diagonal. Considérons le morphisme
Ay : X XY XZ - XxY XY xZ (x,y,2) — (x,y,y, 2)

de sorte que Ay = (pxy X pyz) o Axyz ou

pxy Xpyz: (X XY XZ)Xx (X XY xZ)—= (X xY)x (Y x Z).
On peut appliquer la Proposition pour obtenir

Ay (8 % @) = Ay z(pxy X pr2)* (8 x @) = Ay 5 (Py B X Py 7).

Le point [I] en résulte en prenant les pushforwards.
Démontrons le point 2] Le diagramme

A/
X'XxXYXxZ—X'xYxYxZ
TFXIdyXIdz\L lﬂ'XIdyXIdyXIdZ

XXYXZT>X><Y><Y><Z
Y

est cartésien, avec Ay,A} induits par la diagonale ¥ — Y x Y.
Comme Ay est une immersion réguliere de codimension dim(Y’) et que
m X Idy x Idy x Idz est propre et transverse a Ay, on peut appliquer le
point (1) du Théoréme de sorte que les pushforwards propres et les
pullbacks de Gysin commutent :

m(aoB) = (7 xIdz)«pxz«A¥ (B X )

= pXZ*(ﬂ' X Idy X Idz)*A/}i(ﬁ X a)

pXZ*A;(’/T X Idy X Idy X Idz)*(ﬂ X Ot)
px 2 Ay (7w x 1d). (8 x a))
— ao(m.d).
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La démonstration du point [3] se montre de méme. On considére le dia-
gramme cartésien

7r><Idy X Idz
_—

X' xY xZ XxY xZ

plXZl lpxz

X'xZ— X XZ

7T><IdZ

Puisque les fléches verticales sont propres et les fléches horizontales sont
plates, on a d’aprés la Proposition que

p/XZ*(ﬂ— X Idy X Idz)* = (71' X Idz)*pXZ*.

On considére ensuite le diagramme

A/
X'xYXxZ——2X'xYxYxZ

XXYXZT>X><Y><Y><Z
Y

dans lequel les fléches verticales sont plates et les fléches horizontales sont
des immersions réguliéres. Le point (2) du Théoréme m permet de faire
commuter les fléches :
™(aof) = (mxIdz)*pxz:A% (B X @)

= Py (mxIdy xIdz)*A} (8 x a)

= pXZ*A?}(ﬂ' X Idy X Idy X Idz)*(ﬁ X Oé)

= pXZ*A,;(ﬂ'*ﬁ X a)

= ao(rf).

O

18.3 Remarque. On a un résultat dual similaire en échangeant les roles de
XetZ.

18.4 Proposition. Soient X,Y,Z, W quatre schémas, on suppose Y et Z
propres et lisses.

1. Si A € Corrg(Y,Y) désigne la classe de la diagonale, alors le mor-
phisme Ap(X XY) = A (X XY),a— Ao« est lidentité.

2. Sta€ A (X xY), si g € Corr,(Y,Z) ety € Corr,.(Z, W), alors
(yop)oa=~yo(foa)

Démonstration. La premiére assertion se vérifie directement en revenant aux
définitions. Pour la seconde, on utilise le diagramme commutatif suivant
X XY xZxW XXY XY XxZxW

l Ayz l

X XY XZXZXW—XXY XY XZXxZxW.
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On trouve (yo f) oo = pxw«Ay (v X fx a) =vo(Boa). O

18.5. On peut alors généraliser la définition du groupe des correspondances.
Soit M = (Y, q) un motif de Chow* et soit X un schéma quelconque, on
pose

Corro(X, M) = go Corrg(X,Y).

Sij: U — X est une immersion ouverte (plate), on a un morphisme in-
duit Corrg(X, M) — Corrg(U,M). Si p : X’ — X est propre, on a un
morphisme induit Corrg(X’, M) — Corro(X, M). De méme, on peut définir
Corrg(M, X).

Tout ceci sera utilisé dans la démonstration du prochain théoréme.

Quatriéme partie

Construction du motif de Rost

On fixe toujours K un corps de base (qui est ici supposé de caractéristique
différente de 2).

19 Décomposition motivique d’une quadrique iso-
tropique

19.1 Théoréme. Soit X = V(p) une quadrique projective associée a une
forme quadrique non dégénérée p. Supposons que X posséde un point ra-
tionnel sur K ; autrement dit ¢ = L H, ot ¢ est une forme quadratique.
Notons Y la quadrique projective lisse associée a la forme 1. Alors dans la
catégorie Chow®, il existe une décomposition

X =Z&Y(1)®Z(d) ot d=dimX.

Démonstration. Dans une base idoine, on peut (par définition de H) écrire
o(r,y,2) = xy + ¥(2) ou z = (21,...,24). Soit Z la sous-variété fermée
V(xz) N X et soit P le point fermé de Z correspondant au fermé d’équations
r=2z=0,y=1 Notons U = X \ Z, cet ouvert est isomorphe a A?. De plus
Z \ {P} est un fibré en droites sur Y via le morphisme (y, z) — z. Pour tout
motif M, on a ainsi les suites exactes (cf Proposition

Corrg(M, Z) — Corro(M, X) — Corrg(M,A%) — 0, (2)
Corrg(M,{P}) — Corro(M, Z) — Corro(M,Y (1)) — 0. (3)

Ceci est bien défini malgré le fait que Z soit en général une quadrique singu-
liere. D’aprés le Théoréme|[18.4] chaque terme de ces deux suites peut étre vu
comme un préfaisceau en M sur la catégorie des motifs de Chow donné, par
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exemple, par M +— Corrg(M, Z). De plus, d’aprés la Proposition les
morphismes dans et sont fonctoriels en M, i.e. induisent des trans-
formations naturelles entre les préfaisceaux. Montrons que les deux suites
exactes sont scindées. Pour cela, on explicite une rétraction.

Concernant le point , soit p : Z — { P} la projection canonique. Alors
ps : Corrg(M, Z) — Corrg(M,{P}) est une rétraction (I’application est bien
fonctorielle en M).

Concernant (2)), on admet le résultat (I'argument proposé dans [2] sem-
blant incomplet). On propose au lecteur de procéder comme suit. En utilisant
le début de la démonstration originale de Rost (|22], Proposition 2), on peut
construire une correspondance de X vers Y (1). La suite exacte donnant
la décomposition du motif Z = Y (1) @& Z, on peut alors construire une ap-
plication X F Z qui devrait donner la section recherchée.

Pour finir, en utilisant la Proposition [I0.1] et I'identité du Paragraphe
[I7.0] on obtient I'isomorphisme de groupes

Corrg(M, A%) = Hom(M, Z(d)).
On en déduit alors la décomposition
Hom(M, Q) = Hom(M,Z) ® Hom(M,Y (1)) @ Hom(M, Z(d)).

Par fonctorialité en M, le lemme de Yoneda fournit la décomposition recher-
chée. O

20 Anneau de Chow d’une quadrique scindée

Soit ¢ une forme quadratique non dégénéré a d + 2 variables (d > 0).
On note X le schéma projectif associé & . On cherche a décrire 'anneau de
Chow A(X) dans le cas ol ¢ est scindée afin de mieux comprendre I’anneau
End(X) (la composition étant celle entre correspondances).

20.1. On peut toujours supposer ¢ non identiquement nulle de sorte que
dim X =d. Sid =0, on voit que Ag(X) =Z®Z si X est constitué de deux
points rationnels et Ag(X) = Z sinon.

20.2. Dans la suite, on supposera d > 0. Dans ce cas, on montre (cf [20],
Théoréme 1) que Ag(X) = Z (I'isomorphisme peut étre décrit par 'applica-
tion degré du Paragraphe @

De plus, on supposera désormais que ¢ est scindée.

20.3 Proposition. La quadrique scindée X se décompose en somme de puis-
sances du motif de Tate :

Y oL Z(3) si d est impair,
@ Z(i) B Z(d/2) sid est pair,

ot d=dimX.
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Démonstration. Cela découle par récurrence du Théoréme O

20.4 Corollaire. La quadrique scindée X vérifie
End(X) = &, Endz(A4,(X)).

Démonstration. Cela découle de la proposition précédente et de I'identité du
Paragraphe O

20.5. Dans une base adaptée, la forme ¢ est donnée par

S @iy + 2% sid+2=2m+ 1,
¥ = Zm T id _
im1 TilYi sid—+2=2m.
Notons h € AY(X) la classe d’'une section hyperplane {1 = 0} de X
(c’est-a~dire, le pullback de ’hyperplan via une immersion de X dans l’espace

projectif). Pour i > 0, la puissance h* (pour le produit d’intersection) est un
élément de A*(X). En particulier, h' =0sii >net h' = [X] = 1sii=0.

20.6 Proposition. Le groupe de Chow A(X) de la quadrique scindée X est
décrit de la maniére suivante :

1. Sii < d/2, alors le groupe A'(X) = Z est engendré par h'.

2. Sid+2 = 2m, alors le groupe AY?*(X) = Z ® Z est (librement) en-

gendré par l((io) et l((il), ot lc(lo) et l((jl) sont les classes correspondant
respectivement aur équations
{z1 = =2p1 =25 =0},
{$1="'=$m71=ym=0}-

3. Sii>d/2, alors le groupe AY(X) = Z est engendré par h'/2, ou h'/2
est la classe d’un sous-espace isotropique de codimension i (I’élément
ht est bien divisible par 2). En particulier, I’élément hd/2 est la classe
d’un point rationnel.

Démonstration. Le cas d = 0 fut mentionné ci-dessus au Paragraphe
Concernant le cas d = 1, on peut alors écrire ¢ = zy + 22. On peut montrer
que la quadrique X est isomorphe & la droite projective P! plongée dans
P2 via le plongement de Véronése (z,y) ~ (22, zy,y?). Il est possible de
montrer que le degré de h est 2 (Théoréme de Bézout). Le Paragraphe m
rappelant l'isomorphisme A'(X) = Z donné par 'application degré, on voit
que le point h est divisible par 2. On peut alors conclure dans ce cas.

Le restant de la preuve se fait par récurrence en utilisant (cf la preuve de
19.1] et ses notations) le fait que 'isomorphisme induit par la décomposition
du Théoréme [19.1]

(oui=1,...,m— 1) respecte les sous-espaces linéaires.
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La proposition suivante (qui découle en partie de la proposition précé-
dente) décrit la structure multiplicative de A(X). On note u = h(@+1)/2/2,

20.7 Proposition. L’anneau de Chow A(X) de la quadrique scindée X est
donné par la présentation suivante :

(h,u| h4HD/2 = 2¢, h4+1 =0, u? = 0) sid=1 mod 2
(1 1| h2 = 189 1,0 gl = g, 0,0 — o, (119)2 = ( 42 = pd, pdH1 = 0) sid=0 mod 4
A S e S S A A A )z( V= nd, (102 = 1)2 = 0, e+ = 0) sid=2 mod 4

20.8. On cherche maintenant a décrire 'anneau End(X) = A4(X x X) (la
multiplication étant ici la composition des correspondances). On supposera
désormais que d est pairlzl On note N4 l'ensemble {0,...,d} \ {d/2}. En
raisonnant comme ci-dessus, on montre la proposition suivante.

20.9 Proposition. L’homomorphisme d’anneaux
AX)QAX) 2 AX xX),a®@f—axp
est un isomorphisme. En particulier, si d est pair, alors A% (X x X) est le
groupe abélien libre engendré par h'/2 x h™~1/2 (oni € Ng), 1© x 1) (on
e, e’ €{0,1}).
La structure multiplicative est donnée par les relations suivantes.
1. Pour0<14,5,k,l<n, ona
, , ¥ /2 x hi/2 sid=i+1
7 j k l — y
(h'/2 x h?/2) o (K" /2 x h'/2) { 0 Sinom.

2. Pour tout e,&' € {0,1} et tout i € Ny, les correspondances 1) x (")
et h'/2 x h%=%/2 sont orthogonales.
3. Pour tout €g,e1,€],e2 € {0,1}, on a
(5(6’1) x 1(€2)) o (1(=0) 5 (1)) =
120) x 1(52) sy =& et n/2 est pair, ou
siey # €| et n/2 est impair,

0 Sinon.

Démonstration. En revenant aux définitions, on se raméne au calcul d’un
M
produit d’intersection. Par exemple, si i + 1 = d et si

p3: X XX xX—>XxX,
(21,22, 23) = (21,23)
désigne la projection canonique évidente, alors

(R?/2 x B /2) o (R¥/2 x h!/2) = p13.((1 x h1/2 x K1 /2) - (K*/2 x h!/2 x 1))
= p13«(h¥/2 x Wit /2 x B /2) = deg(hiT!/2)(R¥ /2 x W7 /2) = h* /2 x b/ /2.

17. Lorsque d est impair, on obtient les mémes résultats & ceci prés qu’il n’y a plus le
terme du milieu A%2(X) (donc moins de problémes).
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O

20.10 Corollaire. La classe de la diagonale dans A%(X x X) est égale a

> nij2xhti2 4

(ORONTE)
1€Nyg l X l

l((io) X l((io) + l((il) X lél) sin/2 est pair,

d q + lgll) X lg)) sin/2 est impair.
Démonstration. Si 'on considére un générateur du groupe A%(X x X) =
End(X) et qu’on le compose (a4 gauche ou a droite) par la somme ci-dessus,
on obtient alors le méme générateur (les calculs se faisant a l'aide de la
proposition précédente). Autrement dit, la somme agit comme 'identité (qui
est la classe de la diagonale). O

21 Théoréme de nilpotence de Rost

Soient X et Y des variétés projectives lisses et f € Corrg(X,Y’) une cor-
respondance. On rappelle qu’on a défini un morphisme f, : A,.(X) — A, (Y)
que 'on peut voir comme induit par la composition Z(r) — X — Y.
De méme, pour une variété projective lisse B, on obtient un morphisme
fx : Hom(B, X) — Hom(B,Y) donné par g — fog ou g € Hom(B,X) =
Corrg(B, X). Le théoréme de nilpotence de Rost sera une conséquence du
théoréme suivant.

21.1 Théoréme. Soient B et X des K-variétés projectives lisses avec
dim B = d. Pour tout b € B, soit Xy la fibre de la projection m: Bx X — B.
Si f € End(X) est un morphisme tel que fyAr(Xp) = 0 pour tout b € B et
tout 0 < r <d, alors

4+1 Hom(B, X) = 0.

Démonstration. Soit Zi(B x X) le groupe des cycles de dimension k sur
B x X, soit F,Zy(B x X) le sous-groupe de Zj(B x X) engendré par les
sous-variétés V' de dimension k telles que dim 7 (V') < p. Soit F,Ax(B x X)
I'image de F,Z;(B x X) modulo équivalence rationnelle. Pour montrer le
théoréme, il suffit de prouver que

feF,Ag(B x X) C F,_1A4(B x X)

puisque F_1A4(B x X) = 0. Ainsi il suffit de montrer que, si V' est une
sous-variété de B x X de dimension d et telle que dim7(V) < p, alors
f*[V} c prlAd(B X X)

Soit Y = 7(V'). Montrons qu’il existe un ouvert non vide U C Y tel que
fx[Vu] =0 (ou Vy =V xy U). Soit b un point générique d’une composante
irréductible de Y (notons-la Y7). Pour tout 0 < r < d, l'application f,
s’annule sur le groupe
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Ar (Vo) = Ap(V Xy Speck (b)) = A, (V ®y R(Y1)) = lim A (V xy U).
PAUCY;
D’ou l'existence de 'ouvert U recherché (quitte a le réduire, on peut bien
supposer que c’est un ouvert de Y').
Soit W = Y'\U (muni de sa structure de sous-schéma réduit), considérons
la suite exacte courte

Aa(W x X))~ Ag(Y x X)L Ay(U x X) ——0.

D’aprés les résultats concernant les correspondances généralisées, on a
f«[Vul = 75 f«[V] ot fi[V] est la composition f o [V] de f avec [V] vus
comme éléments de Corr,_q(Y x X). On obtient bien que f,[V] est dans
I'image du morphisme i, donc dans Fp,_1Aq(B x X). O

21.2 Théoréme. (Théoréme de nilpotence de Rost) Pour d € N, il existe

un entier N(d) tel que, si X est une quadrique lisse de dimension d sur K
et f € End(X) vérifie fr =0, alors fN@ = 0.

Démonstration. On pose N(—1) = 1 si dim(X) = 1. Si d = 0, alors X est
constitué ou bien de deux points définis sur K, ou bien d’'un point défini
sur une extension quadratique de K. Dans le premier cas, on a End(X) =
End(Z @ Z). Dans le second cas, End(X) est isomorphe au sous-anneau de
rang 2 de End(X®K) constitué des matrices invariantes par conjugaison avec
la matrice ( }). Le résultat est donc trivialement vrai en prenant N(0) = 1.

On raisonne par récurrence sur d. Supposons que X soit de rang d > 0
avec un point sur K. Alors X se scinde selon la décomposition de Rost. On
obtient

End(X) = End(Z) @ End(Y') & End(Z(d)).

Cela découle du fait que les six termes croisés (e.g. Hom(Z,Z(d)) =
A%(Spec K) = 0) sont nuls pour des raisons de dimension. Comme
End(Z(j)) = Z pour tout j, on a

End(X) =Z @ End(Y) ® Z

et fN(=2) — 0 par hypothése de récurrence appliquée a Y.

Si X ne posséde pas de point sur K, alors X ® x(x) posséde un point
rationnel au-dessus du corps résiduel d’un point x. Ainsi, par hypothése de
récurrence fN (d-2) g k(z) = 0 si z est un tel point. On applique maintenant
le théoreme précédent a fN(=2) afin d’avoir f@HDNE=2) — o 11 suffit alors
de poser N(d) = (d+ 1)N(d — 2) pour conclure. O

21.3 Corollaire. Soit L/K une extension de corps et soit X une quadrique
sur K. Soit p' € End(X) une application telle que (p')r, € End X, soit un
projecteur. Alors il existe un projecteur p € End(X) tel que pp = (p')1
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Démonstration. Soit A (resp. B) le sous-anneau (commutatif) de End X
(resp. End X 1) engendré par p’ (resp. (p')r). D’aprés le Théoréme le
noyau du morphisme canonique A — B est constitué d’éléments nilpotents.
On peut alors affirmer qu’il existe un idempotent p € A tel que pr, = (p')L
d’apres ([I], Chap.II. p.132 §4, Cor.1 de la Prop.l5)|El O

21.4 Corollaire. Soient X,Y deux quadriques projectives lisses et soient
p,q deuz projecteurs sur X,Y respectivement. Si deux morphismes

f € Hom((X,p),(Y,q)) et
g € Hom((Y, q), (X, p))

sont tels que, pour une extension de corps L/K donnée, le morphisme gr,
(obtenu apres extension des scalaires) est un inverse a gauche de fr,, alors f
admet un inverse a gauche (différent de g en général). En particulier, si fr,
et g1, sont deux morphismes mutuellement réciproques, alors f et g sont des
isomorphismes.

Démonstration. On travaille dans Panneau End((X,p)) dont I’élément
neutre est p. On pose « = p — g o f. Le théoréme de nilpotence montre
que o est nilpotent, ainsi g o f admet pour inverse ), al. ]

22 Construction du motif de Rost

Soit X une quadrique projective lisse de dimension d > 1 sur un corps K
(de caractéristique # 2). On note X = X la quadrique X aprés extension
des scalaires. On note g = h%/2 la classe d’un point rationnel dans le groupe
de Chow A%(X) des cycles de dimension 0 (voir la Proposition . On
note 1 la classe de X dans A%(X).

22.1 Définition. Un cycle p € A4(X x X) est appelé projecteur de Rost si
p est idempotent et si, aprés extension des scalaires & K, on a

pr=lox1+1xl

dans A4(X x X).
Le motif (X, p) déterminé par p est appelé motif de Rost.

22.2. Soient ai,...,a, des éléments non nuls de K. Notons w, =
{a1,...,a,) la forme de Pfister associée aux as,...,a,. Notons 7 la
forme quadratique vérifiant m, = (1) L =, et considérons la forme

on = Tp—1 L (—ay). On remarque que

on = (1,—ay) L7, 4 et

n
Tn = Pn L (_an)ﬂ';z—l

18. On peut se passer de cet argument en montrant qu’il existe une extension galoisienne
K'/K de degré 2° telle que 0 = coresg//x oresgs () = [K': K| -z, ot z = p* — p.
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Dans toute la suite, on note m = 7, (resp. ¢ = n, Y = (—ay)7m,_;) et P
(resp. X, Z) sa quadrique projective lisse associée. On a dim X = 2"~ — 1,
dimZ =2""! —3 et dim P = 2" — 2. On écrira d = dim X.

On cherche a construire le motif de Rost correspondant & la quadrique X.
On a déja étudié le cas isotropique ; on supposera la forme 7, anisotropique.

22.3 Lemme. Le cycle lg x 1 +1 x 1qg € AP x P) est défini au-dessus de
K, ouly € A4(P) est la classe d’un sous-espace linéaire de dimension d de
P.

Démonstration. D’aprés la Proposition on sait que A*(P x P) =
A*(P) ® A*(P) et que le groupe A4(P x P) peut étre vu comme un groupe
abélien libre engendré par h' x h?= (i =0,...,d), I; x 1 et 1 x l5. On note
que les générateurs k' x h%" sont définis au-dessus de K.

Considérons le diagramme commutatif

(Idp xf)*

AY(P x P) AP )
reSK/KT Tresmp)/mp)
AUP x P) I pdpy )

ou les fléches horizontales sont les pullbacks par les morphismes plats
Idp xf : Px(py = P x P et Idpxf : Pgpy — P x P, o f est le mor-
phisme du point générique de P, et oul les fléches verticales sont les limites
inductives des pushforwards par rapport aux extensions finies de K et K (P)
respectivement.

Comme la forme de Pfister 7 est isotropique sur K (P), elle est scindée
sur K(P). Ainsi, le générateur [y € Ad(PI—(( p)) est défini au-dessus de K(P).
Comme (Idp x f)* est surjective, il existe un cycle a € A%(P x P) défini
au-dessus de K tel que (Idp x f)*(a) = 4.

Il est possible de calculer comment le morphisme (Idp x f)* agit sur les
générateurs du groupe A4(P x P) :

(Idp xf)*(R* x h4=) =0sii=0,...,d—1,
(Idp x f)*(h? x 1) = h?, et

(Idp x f)*(m x 1) = lg.

Comme (Idp x f)*(a) = l4, on a
d . .
a=lgx1+a-(1xlg)+Y ai-h'xh,
=0
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oil a et les a; sont des entiers. Comme les cycles h? x h?~% et 2(1 x l4) sont
définis au-dessus de K (car 21y = h?), on voit que ou bien Iy x 141 x Iz ou
lg X 1 est défini au-dessus de K. Dans le premier cas, c’est gagné. Dans le
second cas, en sommant avec la transposée on obtient que Iz x 1+ 1 X [4 est
défini au-dessus de K (en fait, ce second cas n’est jamais possible puisque 7
est anisotropique).

O
22.4 Théoréme. La quadrique X posséde un projecteur de Rost.

Démonstration. On considére de nouveau P la quadrique de Pfister de di-
mension 2d contenant X. Le lemme précédent montre que le cycle [y X 1 +
1 x lg € AY(P x P) est défini au-dessus de K. En prenant son pullback dans
A4(X x X) suivant 'immersion X x X — P x P (qui est défini au-dessus
de K), on obtient le cycle Iy x 1+ 1 x ly. Cela fournit un projecteur de Rost
en utilisant le Corollaire 1.3 O

22.5 Théoréme. Soit p un projecteur de Rost sur X, le motif (X,Idx —p)
est isomorphe au motif Z(1), o Z est défini au Paragraphe .

Démonstration. Au-dessus de K, lisomorphisme et sa réciproque
sont donnés par le cycle (cf la Proposition et son Corollaire)
a € AN (X x Z) o (Idx —p) = Hom((X,Idx —p), Z(1)) tel que

a=Mhxh2Ln2x "3 4. A2 x h+ R x 1)/2

et sa transposée. D’aprés le Corollaire il suffit de montrer que le cycle
« est défini au-dessus de K.

Supposons que X posséde un point rationnel. Alors la forme de Pfister 7
est scindée et donc ¢ ~ v | H. En utilisant la décomposition motivique X =
7.@® Z(1) ®Z(d), on obtient un isomorphisme A~1(X x Z) ~ A2(Z x Z).
Le cycle recherché sur X x Z est le cycle correspondant & la diagonale de
Z x Z via cet isomorphisme.

Dans le cas général, on peut obtenir le cycle recherché en étendant les
scalaires au corps des fonctions R(X ). On prend ensuite une image réciproque
de ce cycle via I’épimorphisme

ATHX x X x Z) = AT (X X Z) gx))-

On obtient alors un cycle sur X x X x Z qui, au-dessus de K, ressemble &

1XO¢+Z,3¢><%’, (4)

ol f3; sont des cycles homogénes sur X et 7; sont des cycles sur X x Z
tels que codimf; > 0 et dimB; > 0 (ce dernier fait provient de ce que
Bixv; € AN X x X xZ) et dim X = d). Considérons le cycle (@) en tant que
correspondance dans Corr(X, X x Z) et composons-le avec p € Corr(X, X).
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On obtient un cycle défini au-dessus de K qui est égal & 1 X a au-dessus de
K (puisqu’au-dessus de K on a (3; x ;) o (Ip x 1) = 0 car codim 3; > 0,
et puisque (5; x ;) o (1 x lp) = 0 car dim f3; > 0). En prenant le pullback
suivant la diagonale de X

ATH X x X x Z) = ATY (X x 2),

on a bien le cycle recherché puisque 1 X « s’envoie sur a au-dessus de K. [

23 Unicité du motif de Rost

On conclut en démontrant 'unicité du projecteur de Rost. On conserve
les notations précédentes. On commence par décrire le cas isotropique.

23.1 Lemme. Supposons que la quadrique X soit isotropique. Alors la cor-
respondance lyg X 1 + 1 X ly est ["unique projecteur de Rost sur X.

Démonstration. La décomposition motivique (voir Théoréme [19.1) donne
I’existence d'une quadrique X’ vérifiant

End(X) =7Z @ End(X') ® Z.

Ainsi, un projecteur de Rost sur X est de la forme p = (Ip x 1 +1 x ly) + «
ol aj = 0. On a nécessairement o € End(X’). D’aprés le théoréme de
nilpotence de Rost, il existe un entier N tel que o = 0. Comme

OéO(lo><l—i-leo):O:(l()Xl—i-leo)OOz,

le projecteurpvautp:pN:lo x14+1xlg+aV =1y x1+1xly, doule
résultat. O

23.2 Corollaire. Supposons que la quadrique X (de dimension d) soit iso-
tropique. Soit p un projecteur de Rost sur X. Alors, pour tout 1 <i <d—1,
le morphisme py @ A;j(X) — A;(X) est nul.

Démonstration. Soit x dans A;(X).Sii < d,alors (lp x 1) - (z x 1) =0 € A(X x X)
car ly - ©g pour des raisons de dimensions. Si i > 0 et si po

X x X — X désigne la projection sur le second facteur, alors

(p2«((1 x 1lg) - (z x 1)) = (pax(z x lp) = 0. D’ott le résultat. O

On vient d’étudier le cas ou la quadrique est isotropique ; traitons le cas
général.

23.3 Lemme. L’action de p sur le groupe A%Y(X x Z) est nulle.

Démonstration. On a vu dans le corollaire précédent que le résultat est vrai
aprés extension des scalaires (puisque notre quadrique devient alors isotro-
pique). Le théoréme de nilpotence implique que l'action du projecteur p est
nilpotente donc nulle. O
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23.4 Théoréme. Si p et p' sont deux projecteurs de Rost sur X, alors
/
p=p.

Démonstration. 11 suffit de montrer p = p’ op et p = po p’ (et d’échan-
ger les roles de p et p'). On montre seulement la premiére égalité (la se-
conde se démontrant de la méme maniére). On considére pour cela la dif-
férence p — p' o p = (Idx —p’) o p qui peut étre vue comme une correspon-
dance (X, p) — (X,Idx —p'). Pour conclure, il suffit de montrer le groupe
Hom((X, p), (X,Idx —p')) est nul. Utilisant le Théoréme on remplace
(X,1dx —p') par Z(1). Par définition,

Hom((X, p), (X, 1dx —p)) = A*}(X x Z) 0 p = pl 0 A"1(Z x X)),

la derniére égalité étant obtenue en transposant. Comme la transposée pt est
encore un projecteur de Rost, le lemme précédent conclut. O
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